La Modélisation VAR

June 20, 2001

1. Représentation VAR

1.1. Exemple introductif

On considere deux processus stationnaires {y, +,t € Z} et {y,:t € Z} dé..nies par les relations
suivantes :

p p
Y1t = a1+ Z b1iY1,i—i + Z C1iY2,t—i — 1Yo + €1 (1.1
i=1 i=1
p p
Yo = Qo + Z b2iY1,4—i + Z Co,iY2t—i — doY1t + €1 (1.2)
i=1 i=1

ou les innovations {e1,t € Z} et {e2,,¢ € Z} sont des bruits de variance respective o3 et
o3, et non corrélés : E (1,460 ;) = 0, Vj € Z. On constate immédiatement que le processus
vectoriel Y; = (y1. yg,t)l peut s’écrire sous la forme d’un processus AR (p). En exet :

_ 1 dl . aq o bl,i C1,i .
po(L ) ae(®) s (B o) wem

On dé..nit un processus vectoriel ¢; i.i.d. tel que :

2
- 81715 / - - 0-1 0
€t<527t) E<€t€t>9(0 cr%)

Alors, on montre immédiatement que :

P
BY; = Ay + Z AYi i+ g (1.3)

=1

On quali..e cette représentation de processus VAR (Vectorial Autoregressive) d’ordre p,
noté VAR(p). Ce systéme initial donnée par les équations (1.1) et (1.2), ou par la dé..nition
matricielle (1.3) est quali..ée de représentation structurelle. On constate que dans cette
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représentation le niveau de y»; a un eset immédiat sur y, ; et vice et versa. L’estimation de
ce modele suppose donc d’estimer 4 x (p + 1) + 2 4 2 parameétres.

C’est pourquoi on travaille généralement a partir de la forme réduite du modele VAR.
Ce modele, obtenu en multipliant les deux membres de (1.3) par B!, s’écrit alors sous la
forme :

p
Y, = Ao+ Z AY i+ 1.4
=1
avec :
A, = B7'A; Vielo,p|

w = Ble VteZ

Ce qui peut s’écrire sous la forme :

p p
Yig = a1 + Z b1iy1,0—i + Zgl,iy2,t—i + v, (1.5)
i=1 i=1
p _ p
Yo = Qo + Z boi¥1,t—i + Zgz,iyztﬂ' + V1 (1.6)
i=1 i=1

On constate alors que le niveau de y»; ne dépend plus directement de y; ;, mais seulement
des valeurs passées de y., et de y; ., et de I'innovation v,;. Les innovations v, et vy, sont
alors fonction des innovations de la forme structurelle (¢, et e2,) et peuvent étre corrélées
méme en I'absence de corrélation des innovations ;. En ecet, on a Vt € Z:

€1t — di€2y
= = 1.7
Uit 1— dydy (1.7)
€9t — do€1y
e L i 12 1.8
Va2t 1— dydy (1.8)

Dés lors, on Véri..e que les processus {vy;,t € Z} et {vy4,t € Z} sont i.i.d. puisque :
E (Ul,t) =F (Ugi) =0
E (Ul,tvl,t—j) = E (UQ,tUQ,t—j) = O Vj - Z*
Les variances de ces innovations sont alors dé..nies par V¢ € 7Z

2 2 9
o1+ djos

E (Uit) = (1 . d1d2)2

2 2 9
o5+ d307

£ T
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En..n, on constate que les innovations {v;;,t € Z} et {vy;,t € Z} peuvent étre corrélées
alors méme que les innovations du modéle structurel {e,:,t € Z} et {e3+,t € Z} sont non

corrélées.
_d%U%‘i’d%O‘% h, o 0

E(Ul,tvlt—h) = { 0 (1—d1d2)? 3 7§ 0 (19)

On constate que cette covariance est nulle en particulier lorsque d; = d, = 0, puisque
dans ce cas la le niveau de y,; n’a pas d’infuence sur celui de y, ; et vice et versa.

1.2. Représentation générale
La dé..nition générale d’un processus VAR (p) est la suivante.

De..nition 1.1. Un processus vectoriel { X;, ¢ € Z}, de dimension (n, 1) , admet une représen-
tation VAR d’ordre p, notée VAR (p) si :

Xt =C— (I)lXt—l — CI)QXt_Q — ... — (I)pXt—p + & (110)

ou de facon équivalente :
O (L)X, =c+e (1.11)

ou ¢, dimension (n,1) désigne un vecteur de constantes, ® (L) = Y ° ®;L’, ou les matrice
®,,Vi € [0,p] de dimension (n,n), satisfont &, = I, et &, # 0,. Le vecteur (n,1) des
innovations ¢, est i.i.d. (0,,2) ou € est une matrice (n,n) symétrique dé..nie positive.

Le processus vectoriel des innovations {e;,t € Z} est i.i.d. (0,,€2), et satisfait par con-
séquent les propriétés suivantes :
E (515) =0
Q 5=0
/ J—
Bleciy) = { 0 j#0

De la méme fagon que pour un AR (1), on peut donc exprimer le polyndme matriciel
® (L), de dimension (n,n), de la fagon suivante :

o (L) = Zio QL1 =1, + &1L — DyL% — ... — O, LP

ou I,, désigne la matrice identité (n,n). On pose les dé..nitions suivantes :

th 81715 @171 @172 @Ln
{L‘27t 827t @é 1 @é 2 e .
Xt = &t = ¢Z = ’ ’ @’L VZ I~ [1,])]
(n,1) (n,1) (n,n) gk
X2 (2 (2
l‘n,t 8n7t ®n,1 (DTL,Q @n,n



Chapitre 4. Estimation, Tests de Validation, Prevision des Processus ARMA 45

On retrouve alors la forme réduite évoquée dans I’exemple précédent puisque, les proces-
sus {x;,t € Z} sont respectivement dé..nis en fonctions de leur passé et du passé des proces-
sus {z;.,t € Z} pour j # i. Par exemple, pour z;, on obtient, V¢ € Z :

1 1 1
T = ¢+ ‘1)171$1,t—1 + (1)1723:2715—1 + ..+ (I)Ln-rn,t—l
2 2 2
+q)17133'1,t72 + (I)172$2,t72 + ..+ (I)17n33'n,t72
+...

p P P
+q)1,1x1,t*p + (I)1,2$2,t7p +..+ (I)l,nxn,t*p

De fagon plus générale, pour z;,, Vj € [1,n],on a:

_ 1 1 1 1
Tijt = C + (I)jgxl,tfl + (I)j72x2,t71 + ..+ ®j7jxj7t71 + ..+ q)jmzn,tfl
2 2 2 2
+(I)j,1x1,t72 + (I)j,QJJQ,t,Q.. + CI)J-J-J,‘J'J,Q + ..+ (I)j,nl'n,t,Q
+...

P D Do P
+(I)j,1x1,t—p + ij72$27t_p.. + CI)]-JJth_p + ..+ (I)j,nxnﬂf—p

1.3. Conditions de stationnarité

La dé..nition de la stationnarité d’ordre deux (ou stationnarité du second ordre) est identique
a celle du cas des processus univaries.

De..nition 1.2. Un processus vectoriel {X;,t € Z}, de dimension (n, 1), est dit stationnaire
au second ordre, ou stationnaire au sens faible, ou stationnaire d’ordre deux si

eVieZ, E(X?) < oo
oVteZ, E(Xy) :(Wi) (indépendant de t)

eV (t,h) € Z2, E [(X¢sn — m) (Xy —m)'] =y (h) (indépendant de ¢)

(n,n)

Lorsque I'on considere un processus VAR (p), on peut démontrer que ces conditions de
stationnarité reviennent a imposer des conditions sur les racines du déterminant du polynéme
matriciel ¢ (L) .

Proposition 1.3. Un processus vectoriel {X;,t € Z}, de dimension (n, 1) , statisfaisant une
représentation VAR (p) telle que Vt € Z :

d (L) Xt = Xt — q)lthl - (I)QXt,Q — . q)pthp =Cc+ &

est stationnaire si et seulement si les racines du déterminant du polyndme matriciel ® (L),
notée \; i € [1,n], sont toutes supérieures a I’'unité en module.

det [ (\;)] = |® (N)| = | LAY — DN — DN D, N — ®,| =0
N >1 Viel,n] (1.12)
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Exemple : On considére un processus bi-varié {Y;, ¢t € Z} admettant une représentation
VAR (1) telle que :

yig = 3+02y1,1+0.7y2, 1 +¢€14
Yyor = 1+0.3y14-1+0.4y2,1 + €2y

On pose Y; = (y1+ yzt)’ et e, = (e14 627t)/. Cette représentation peut s’exprimer sous la
forme réduite suivante :
(L)Y, =c+e

avecc=(31) et:
10 —-0.2 0.7 1-0.2L —-0.7L
(L) = ( 0 1 ) * < 0.3 —0.4>L_ ( ~0.3L 1—0.4L>
Donc la condition de stationnarité du processus {Y;,t € Z} se raméne a déterminer les
racines du polynéme :
det[® (L)] = (1 —0.2L) (1 — 0.4L) — 0.21L*

Les deux racines \; = 1.30 et A\, = —5.91 sont supérieures a 1 en module, le processus VAR
est stationnaire. Donc les processus univariees {y; ;,t € Z} et {y.,,t € Z} sont stationnaires.

On peut facilement démontrer que cette condition de stationnarité peut étre exprimée
en fonction des valeurs propres de la matrice ® (L) .

Proposition 1.4. Un processus vectoriel {X;,t € Z}, de dimension (n, 1) , statisfaisant une
représentation VAR (p) telle que Vt € Z :

d (L) Xt = Xt — q)lthl - (I)QXt,Q — . q)pthp =Cc+ &

est stationnaire si et seulement si les valeurs propres de I’application linéaire ® (L), notée \;
i € [1,n], sont toutes inférieures a I’'unité en module. Ces valeurs propres satisfont I’équation
caractéristique associée :

L N %, — B, =0 (1.13)

Ai

<1 Viell,n] (1.14)

1.4. Ecriture VAR(1) d’'un VAR(p)

Les processus VAR (p) posséde une propriété particulierement utile pour les démonstrations
ultérieures.
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Proposition 1.5. Tout processus vectoriel { X;,t € Z}, satisfaisant une représentation VAR (p)
peut étre transformé en un processus {)?t,t € Z} satisfaisant une représentation VAR (1)
d’espérance nulle.

Preuve : On considére un processus {X;,t € Z}, avec X; = (x4, ...,7,,) satisfaisant la
représentation VAR (p) suivante, Vt € Z :

d (L)(Xt): Xt — (I)lthl - (I)QXt,Q — . (I)pthp =Cc+ &
(n,n) n,l

Déterminons tout d’abord I’espérance du processus X; :
E(X)=®(L) 'ct+e]=2(1) 'e=p VteEZ

ou p est un vecteur de constante (hypothése de stationnarité) de dimension (n,1). On peut
alors réecrire le processus sous la forme suivante :

D(L)(Xy—p) =&

= (Xp—p) =01 (X1 —p) + P2 (Koo — p) + .+ 0 (Ko — ) + &
On pose Vt € Z

Xi—p €t
" X1 —p On,1)
Xy = Xio— Uy = O(n,l)
oo | |
Xipt1— 1 O(n,1)
et
o By .. B, D,
I, Onyn) - Onn)  Ognyn)
' O(n,n) O(n,n) In O(n,n) O(n,n)
O(n,n) O(n,n) O(n,n) In O(n,n)

Alors le processus VAR (p) X, peut se récrire sous la forme d’un processus transformé
X, satisfaisant une représentation VAR (1) tel que :

th = A)N(t—l + vy
Exemple : On considére un processus bi-varié {Y;,t € Z} admettant une représentation
VAR (2) telle que :

Yig = 3+02y14-1+0.7ys -1 — 0.4y14—2 — 0.6y242 + €14
Y21 = 1+ 0.3y17t_1 + 0-4y2,t—1 — 0'1y17t—2 — 0.8y27t_2 + Eat
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On pose Y; = (y14 yzt)’ et e = (€14 ayu)’. Cette représentation peut s’exprimer sous la
forme réduite suivante :
(L)Y, =c+e

avecc=(31) et:
®(L) = g+ DL+ DyL?
/(10 —0.2 —0.7 04 0.6 ;o
- <0 1)+<—0.3 —0.4)L+(0.1 0.8)L
[ 1-02L+04L% —0.7L+0.6L?
~ \ —03L+0.1L2 1—04L+ 0.8L?

Déterminons E (Y) :

son-sie- (12, 2)(3)-(32) -

On pose Vt € Z

Y1t — 2.59 €1t
i:<Yt—u ): Yau — 1.8 Ut:<et ): E24
(4,1) Yia—p Yre-1 — 2.59 (4,1) 02,1 0

Yoao1 — 1.8 0

et
—-0.2 —-0.7 04 0.6

P Dy | 03 —04 0.1 08
S\ 0pg ) |1 0 0 O
0 1 0 0

(4,4)

Alors on montre que la représentation VAR (1) du processus Y, est identique a la représen-
tation VAR (p) du processus Y; puisque :

f/} = Aij;‘,fl + vy
Yie — 2.59 02 0.7 04 06\ [ yre1— 2.5 E1s
Yoe — 1.8 | —03 —04 01 08 || yery—18 Eas
| y-25 |~|1 0o o0 o yies—259 | T 0
Yot—1 — 1.8 0 1 0 0 Y2,t—2 — 1.8 0

é Y1 =3+02y1,1+0.7Ty;1 —0.4y1 ;2 — 0.6y2 42 + €14
Y21 = 1+ O.3y17t_1 + 0'4y2,t—1 — 0'1y17t—2 — 0.8y27t_2 + Eat
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1.5. Représentation VMA
Considérons un processus vectoriel {X;,t € Z}, de dimension (n, 1), stationnaire.

Remark 1. Tout comme dans le cas univarié, sous la condition de stationnarité, il est
possible d’appliquer le théoreme de Wold et de représenter X; sous la forme d’un processus
vectoriel moyenne mobile in..ni VM A (o).

Nous allons a nouveau donner I'intuition du théoreme de Wold appliqué aux processus
vectoriels. On considére un processus stationnaire satisfaisant la représentation VAR (p)
suivante, Vt € Z :

d (L) Xt = Xt — q)lthl - (I)QXt,Q — . q)pthp =Cc+ &

On sait que £ (X;) = ® (1) "¢ = u, ol p est un vecteur de constante (hypothése de
stationnarité) de dimension (n,1).

On sait d’apreés la propriété précédente que ce processus VAR (p) peut étre réexprimer
sous la forme d’un processus VAR (1) tel que :

o (L) )?t = Vs < j\(:t = A)?tq + vy

ol les processus X; et v, ainsi que la matrice 4 on eté dé..nis précédemment. Des lors,
en itérant vers le passé, on montre que le processus X; peut s’écrire sous la forme d’une
moyenne mobile d’ordre ..ni a ¢ donné.

Xt = v+ Avt—l + AQUt_Q + ... + Akat—k

Si 'on suppose que les valeurs propres de la matrice A sont strictement inférieures a 1
en module (condition de stationnarité), alors klim Ak = 0. Dés lors, le processus X, peut
—00

s’écrire sous la forme :

k 00
)?t =lim ZAZ"Ut,Z' = Z Ai’l}t,i = CI} (L) (%
=0 =0

k—o0 4

En reprenant la dé..nition du processus )~(t, on peut alors déterminer la décomposition
de Wold associée au processus VAR (p) X;.

Proposition 1.6. Tout processus { X;,t € Z}, de dimension (n, 1) , stationnaire, satisfaisant
une représentation VAR (p), telle que, Vt € Z :

Xt = (I)lXt—l + CI)QXt_Q + ...+ CI)pXt_p +c+é& (115)

admet une représentation moyenne mobile convergente dé..nie par :

Xi=p+ Y v =p+V(L)e
=0
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avec = E (X;) = ® (1) ' ¢, oU & est un bruit blanc vectoriel et ou la séquence des matrices
de dimension (n,n), {1, };-, satisfait ¢, = I,, et est absolument sommable au sens ou les
eléments ¢, de la matrice v, satisfont la condition :

S @) <oo Wi>1,Y (k)€ [1,n)

s=0

La condition de sommabilité, qui garantit la convergence des moments d’ordre deux du
processus X;, doit se comprendre dans ce contexte comme une condition de sommabilité sur
une séquence de matrices {1, }.-, . Cette condition se raméne & démontrer la sommabilité de
tous les éléments w;k de ces matrices, au sens traditionnel de la sommabilité d’une séquence
de scalaires (cf. chapitre 1).

Il est possible de déterminer de facon générale la forme des matrices de I’opérateur
polyndémial associée a la représentation VM A (o0).

Proposition 1.7. Le polyndme matriciel ¥ (L) = >"° ,L" associé a la représentation
VMA (00) d’un processus VAR (p) stationnaire, {X;,t € Z},Vt € Z :

Xt = (I)lXt—l + CI)QXt_Q + ...+ CI)pXt_p +c+é& (116)

satisfait la relation de récurrence suivante :

by = Prihy_y + Bothy_y 4+ Bph,, Vs> 1
avec ¢, = 0, Vs < 0.

Preuve : Une facon simple d’obtenir la représentation V' M A (oo) d’un processus VAR (p)
consiste & identi..er les polyndmes matriciels ® (L)™' et W (L). En exet, dans le cas d’un
processus centré (¢ =0), on a:

X, =® (L) 'eg =V (L)g, <= & (L) V(L) = I,
Ce égalité peut se réecrire sous la forme :

Jim [(L = @1L = ®L% = = @, L7) (In = WL = W L? — . = WL — . — U LM)] =1,
Dés lors, on montre par identi..cation des termes de méme ordre que les matrices de
I’'opérateur polyndmial associée a la représentation VM A (co) satisfont une équation de
récurrence qui correspond a celle de la proposition.
Preuve : On considére un processus bi-varié stationnaire {Y;,t € Z} admettant une
représentation VAR (1) telle que :

(L)Y, =c+e



Chapitre 4. Estimation, Tests de Validation, Prevision des Processus ARMA 51

avec ¢; i.i.d. (0,Q),c= (3 1) et:

10 —-0.2 —-0.7 1-0.2L —-0.7L
(L) = o+ ¢iL = < 0 1 ) * ( 0.3 —0.4>L < ~0.3L 1—0.4L>
Par application du théoréeme de Wold, on sait que ce processus peut étre représenté
comme sous une forme VM A (co) telle que :

Xi=p+Y vei=p+V(L)e
=0

Immédiatement, on montre que

-1
0.8 —0.7 3 9.25
“_E(Yt)_(—o.s 0.6 ) <1 ) _<6.29>
Par dé..nition, on a ® (L) ¥ (L) = I, ce qui peut se réecrire sous la forme :

lim [(Io — L) (W — WL — WoL? — .. = W,LP — .. — W, LM)] = L,

k—o0

Par identi..cation des membres de méme terme, on montre que :

Vo = I
—-02 —0.7
Ni=0= ( —-0.3 —0.4 )
0.2 —0.7)"
_ _ 2 o — V. — V.
Pr=tl =0 = < —-0.3 —0.4 )

et de facon générale, on a :

On retrouve ainsi la formule générale que I’on avait établi par itération vers le passé dans
le cas d’'un VAR (1):

Yt:,u—i—\Il(L)at:,ujLZdﬂiat,i
i=0

On montre ainsi que :

925 (=02 —0.7\' [ ers
o= ( You-1 ) - < 6.29 ) * ; < 0.3 —04 ) \ ears
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2. Estimation des parametres

Tous comme pour les processus AR univariés plusieurs méthodes d’estimation sont envisage-
ables pour les processus VAR. La premiere consiste tout simplement a appliquer les MCO.
La seconde principale méthode consiste en le maximum de vraisemblance.

2.1. Maximum de Vraisemblance

On considére un processus {X;,t € Z}, avec X; = (214, ..., 7o) satisfaisant la représentation
VAR (p) suivante, Vt € Z :

d (L) Xt = Xt — q)lthl - (I)QXt,Q — . q)pthp =Cc+ &

On suppose que les innovations ¢; sont i.i.d. N/ (0, 2) et que I’'on dispose de 7'+ p observations
du processus X;. On cherche a déterminer la vraisemblance conditionnelle de X; en fonction
des réalisations passées X; ;, i € [1,p|. Par dé..nition, la distribution conditionnelle de X,
s'écrit :

D (Xt/thla Xt727 ceey thp) ~ N(C -+ q)lthl + (I)QXt,Q — ...+ (I)pthpa Q)

A..n de simpli..er les calculs, on pose :

1 c
| X P,
Xi=| Xy II'=| &
(p,1)

Xip o,

On a alors : B
D (Xe/ X1, X 2,0y Xip) ~ N (1K, Q)

Si I’'on note O le vecteur des parameétres a estimer :

C
4

Dés lors la densité conditionnelle de X; s’écrit :

1 1 ~\/ ~
F X0/ X1, Xy 2,0y Xo i ©) = (2m) 2 Q7Y]? exp [—5 (Xt - H’Xt> Q! (Xt - H’Xt)]
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En partant de cette expression, il est possible de dériver la vraisemblance sur I’ensemble de
I’échantillon {X,},_, conditionnellement aux valeurs initiales (Xo, X 1, X 5, ..., X_,) s’écrit

T
/ (XtaXt—l,Xt—2,-'-aXl/Xt—laXt—Qa "'7Xt—p; @) = Hf (Xt/Xt—laXt—Qa "'7Xt—p; @)

t=1

La log-vraisemblance d’un processus VAR (p) s'écrit donc :

E(@) = Zlog Xt/Xt 1,Xt 2,...,Xt_p;@)]

= _Tn log (27) + E log (}Q_l}) 21 XT: {(Xt — H/X't)lﬁ_l (Xt - H’)Z't)}(Z.l)
2 2 2 —

La maximisation de cette vraisemblance permet alors d’obtenir des estimateurs conver-
gents des parametres II et de la matrice de variance covariance des innovations ).

2.2. Détermination du nombre de retards

Pour déterminer le nombre de retards optimal pour un VAR (p), on peut utiliser plusieurs
méthodes. En particulier toutes les méthodes de comparaison de modeéles étudiées dans le
chapitre précédent sont valides des qu’elles ont été adaptées au cas vectoriel.

Une procédure type consiste a estimer tous les modéles VAR pour des ordres p allant
de 0 a un certain ordre h ..xé de facon arbitraire (nombre de retards maximum pour la
taille d’échantillon considéré, ou nombre de retards maximum compatible avec une théorie
ou une intuition économique). Pour chacun de ces modeles, on calcule les fonction AIC (p)
et SC (p) de la fagon suivante :

AIC (p) = In [det Q} + 2% (2.2)
FC(p)=In [det Q} n M (2.3)

ou T est le nombre d’observations, & le nombre de variable du systeme, 2 la matrice de
variance covariance des résidus estimés du modele.

2.3. Prévisions

2.3.1. Le cas d’'un VAR(1)

Considérons le cas d’'un modéle VAR (1) centré tel que V¢t € Z :
Xe=Q0+ D1 X1+ &

Supposons que I’'on dlspose d’une réalisation sur un échantillon de T réalisations (X, Xs, .., X1
d’un estimateur convergent ®, de ®, et d’un estimateur convergent CI>0 de &, La formule qui
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permet d’obtenir une prévision de la réalisation a la date 7"+ 1 du processus X; est donc
naturellement donnée par :

Xri1 = E(Xpsr/Xr, Xr1, s X1) = $p + 01 X, (2.4)
A I'’horizon T+ 2, 0n a :
Krsz = B (Xpa/ X, Xpo1,00, X1) = Bo + 81 %01 = (14 81) B+ 33X (25)

Proposition 2.1. De la méme fagon & un horizon h, la prévision d’'un VAR (1) est donnée
par :

Xron = B (Xpin/Xr, Xror, o Xi) = (I + O+ P2+ ..+ &)}ffl) Oy + O X,

Des lors, I'erreur de prévision s’écrit sous la forme :

Xroh— Xron = Xeon—E (Xrin/ X, Xro1, ..., X4)

= XT+h—E(XT+h/€T,€T71>---,€1)
h—1

= E Dlerin—i
i=0

Par dé..nition des bruits blancs, cette erreur de prévision a une espérance nulle. La
matrice de variance covariance de I’erreur de prévision est donc :

o~ ~ !
E |:<XT+h - XT+h) (XT+h - XT+h> /X, Xr_1,..., X1

= F |:(5T+h + (1)1€T+h_1 + ..+ CI)}IL_I&TT_H) (5T+h + (1)1€T+h_1 + ..+ @?_18T+1)/:|
h—1

= Q+) ®0())
=1

Proposition 2.2. Pour un processus VAR (1), la matrice de variance covariance de I’erreur
de prévision a un horizon h est déterminée par la relation :

~ ! ~ bl .
E [(XTHL - XT+h> (XT+h - XT+h> /X7, X1, --->X1} =Q+ Z 10 (25)’
=1

Les variances des erreurs de prévisions pour les processus univariés (xj, zag, ..., Z3:) Sont
déterminés par la diagonale principale de cette matrice.
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2.3.2. Le cas d’un VAR(p)

La variance de I'erreur de prévision s’obtient trés facilement a partir de la représentation
VMA (c0) d'un VAR d’ordre p quelconque. En ewet, si X; est un processus stationnaire,
alors on peut I’écrire sous la forme :

X = Zwﬁtﬂ' =¥ (L) &t
i=0

Des lors, I’erreur de prévision s’écrit sous la forme :

Xroh — Xron = Xron—E (Xrin/ X, X1, ..., X4)

= Xpipn— E(Xrin/er,er—1,...,€1)
h—1

= Z VET+h—i
i—0

Par dé..nition des bruits blancs, cette erreur de prévision a une espérance nulle. La
matrice de variance covariance de I’erreur de prévision est donc :

~ o~ !/
E {(XT—HL - XT+h> (XT+h - XT+h> /X, Xr_1,..., Xq
= F [(5T+h +YrErin1+ .+ wh715T+1) (€T+h +iErin1+ .+ wh715T+1)/]
h—1
= O+ Z¢i9 (¥:)
i=1

Proposition 2.3. Pour un processus VAR (p) , la matrice de variance covariance de I’erreur
de prévision a un horizon A est déterminée par la relation :

o R h—1
E {(XTHL - XT+h> (XT+h - XT+h> /X, X11,ens X1} =Q+ ) Q)
i1

Les variances des erreurs de prévisions pour les processus univariés (xy¢, zay, ..., 3,:) Sont
déterminés par la diagonale principale de cette matrice.

3. Dynamique d’'un modéle VAR

Les modeles V AR sont souvent analysés au travers de leur dynamique et ce via la simulation
de chocs aléatoires et I'analyse de la décomposition de leur variance.



Chapitre 4. Estimation, Tests de Validation, Prevision des Processus ARMA 56

3.1. Analyse des chocs

On considére un processus {X;,t € Z}, avec X; = (214, ..., o) satisfaisant la représentation
VAR (p) suivante, Vt € 7 :

P (L) Xt = Xt — CDlXt_l — (I)QXt_Q — ... — CI)pXt_p =c+é&

On suppose que les innovations ¢, sont i.i.d. (0,€2) et que I'on dispose de T + p réalisa-
tions de ce processus. On suppose en outre que les parametres €2, ®; sont connus, mais la
méme analyse peut étre menée lorsque I’'on ne dispose que d’estimateurs convergents de ces
parametres.

Quelle est I'idée générale de I'analyse des chocs ?

Idée Générale Une fonction de réponse aux innovations résume I’'information concernant
I’évolution d’une composante z;.qui intervient suite & une impulsion sur z,, a la date
T, en supposant que toutes les autres variables sont constantes pour ¢ < T.

3.1.1. Exemple

On considére un processus bi-varié {Y;, ¢t € Z} admettant une représentation VAR (1) telle
que :

yig = 3+02y1-1+0.Tyss—1 + €1
yar = 1+0.3y14-1+0.4y2,1 + €2y

On pose Y; = (y1+ y2:) €t & = (e14624) . On suppose que les chocs e;; et ey, sont
corrélés. Cette hypothése est particulierement importante pour la suite de cet exemple.

2
A 01 012 . 1 0.5
E(gtgt) N ( 012 0'% ) - ( 05 1 )

On cherche a identi..er I'impact d’un choc unitaire sur y,  a la date 7" sur la dynamique
de la variable y;; aux périodes postérieures a 7'.en supposant les évolutions de ces deux
variables pour ¢ < T' connues et données. Cela revient a supposer :

627T:1 62715:0 Vi >T

On cherche donc a déterminer la variation de y,: engendrée par ce choc. Pour cela
considérons la décomposition de Wold du processus Y; déterminée infra:

Y0 = Hg + Z Wy e
=0
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ou W, ; désigne la premiere ligne de la matrice W; issue de la représentation V M A :

o0

i=U(L)e => e

=0

(e \ 925 (=02 —0.7\' [ e
= ( Yai1 ) - < 6.29 ) +—;E; < 0.3 —04 ) \ epus

On pourrait penser que suite au choc ez = 1, dans ce cas, la suite des réalisations y; 74,
soit donnée directement par les coe€cients correspondants du vecteur ¥, ;. On obtiendrait
ainsi une fonction de réponse de la variable y; a une impulsion de la variable y,. C’est une
premiére possibilité de fonctions de réponse.

Le probléme ici c’est qu’en raison de la corrélation des deux chocs, I'impulsion initiale sur
g9 7 N'est pas sans infuence sur I'innovation e, + qui entre elle aussi dans la représentation
moyenne mobile in..nie de y, ;. Conditionnellement a la réalisation de ¢, du fait de la
corrélation des deux chocs, la probabilité d’engendrer une innovations £; - non nulle est elle
méme non nulle.

Or généralement, ce qui intéressant sur le plan économique c’est d’envisager une impulsion
sur la composante orthogonale de s5; a ;. C’est a dire, il convient d’isoler I'innovation
’propre” au processus y»; non ’polluée” par la réaction de I'innovation y; ;. C’est pourquoi,
il convient dans le cas général ou E (g:e;)Q # I,, d’orthogonaliser les innovations. On
considére donc la décomposition suivante de la matrice de covariance des innovations :

Q= ADA

ou A est une matrice (2,2) triangulaire inférieure et ou D est une matrice diagonale. Dans
notre exemple, on a :

g (ot e _(1 0N[fo0 -
o1 O3 7‘_1212 1 0 0%—1—1212 0 1

D’ou dans notre exemple :
1 0 10
A:(051) D:(OQ%)

V¢ = Ailé't

On pose:

On remarque alors que les innovations v; sont des combinaisons linéaires des innovations
du modéle initial £; qui possedent une propriété d’indépendance puisque :

E(vwy) = A7E(ge)) (A7Y
= A7l (A7Y)
- A*ADA(A)
= D
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Donc la matrice de variance covariance des innovations v; est diagonale, ce qui prouve
que ces innovations ne sont pas corrélées. Dans notre exemple, il est trés simple de constater
que cette orthogonalisation correspond a la projection linéaire des e, sur les ;. Le résidu
v, correspond a la composante orthogonale des &5 ;.

012 €14

Vot = €2t — —5 €1t = &2t — 5~
o3 2

E (vse ) = E (vovy,) =0

Reprenons la décomposition de Wold associée a Y; il vient :

YVi=p+U(L)e=p+ )y Pie
=0

Or on pose ¢, = Av,, dés lors cette représentation VM A (oco) peut se réécrire en fonction
d’innovations v; non corrélées.

Y= v (L)er = p+ Z;ﬁivt—i =p+ Z (CI)ZiA) Vt—i (3.1)
i=0 i=0

On obtient donc dans notre exemple :

e ) (925 /=02 =07\ (1 0\ [ v
b= ( Yoi1 ) - < 6.29 ) +; < 0.3 —0.4 05 1 )\ vars

De facon équivalente on peut réecrire le VAR en fonction des seules innovations orthog-
onales :
_ €1t _ 1 0 U1,
weane ()= (as 1) (0

Yig = 3+02y1.1+0.7y2,1 + vy
Yo = 1+0.3y14-1 + 0.4y2,1 + 0.5v1; + v,

Dés lors, on construit de la méme facon la séquence des y; 1., obtenus conditionnellement
a un choc unitaire sur la composante orthogonale v, . Cela revient a supposer :

1)27T:1 UQ,t:O vVt >T

Voici la représentation de ces /RF :
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Figure 3.1: Fonction de Réponses de y;

3.1.2. Cas général
On cherche ainsi de fagcon générale a se ramener a une représentation ou les innovations sont
orthogonales.

Proposition 3.1. Dans le cas général ou E (g,¢;) = €2 # I,,, on orthogonalise les innovations
de la fagon suivante. On pose :
Vs = A_lgt (32)

ou la matrice A est issue de I'orthogonalisation de €2 :
Q= ADA’ (3.3)

ou A est une matrice (2,2) triangulaire inférieure et ou D est une matrice diagonale. On
cherche donc a récrire le systeme VAR non plus en fonction des innovations corrélés ;, mais
en fonction des innovations orthogonales v; qui satisfont :

E (vw,) = D matrice diagonale (3.4)

Proposition 3.2. Cette phase d’orthogonalisation implique toutefois que I’ordre dans lequel
sont disposées les variables du VAR acecte I'analyse dynamique et en particulier I’analyse
des fonctions de réponse.
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En ecet, reprenons I’exemple précédent. On considére un processus bi-varié {Y;,t € Z}
admettant une représentation VAR (1) telle que :

yig = 3+02y14-1+0.Tya 1 + €1t
yor = 1+03y1-1+0.4ys;—1 + €2y
On suppose que les deux chocs €1, et e, sont corrélés et ont des variances diaérentes.

1
cov (e14624) = 5 ol =1 05=2

Il existe deux fagons d’écrire le VAR, soit on pose Y; = (y1:2,)’, soit I'on écrit Y; =
(y2.¢91.¢)" - Le choix de I'ordre des variables va dés lors conditionner notre schéma d’orthog-
onalisation :

1. Cas 1:onécritY; = (y1:y2s) et e, = (c1462,) . Dés lors, on pose :

2
no__ . 07 012 o 1 0.5
E(Stgt)9<0'12 O'% )<O5 2 )
Dans ce cas, on a :

(1 0\[(10 1 0.5
Q:ADA:<0.5 1)(0 1.75)(0 1 )

Les innovations orthogonales sont donc dé..nit par

-1
. 41 Ul,t . 1 0 61715 . 1 0 81,15
'Ut_A 6t<:,>(1)27t)_<0.5 1) (527t)_<_0-5 1 Eat

Vit = €1t
= b
Vgt = —5€1t T €2

Des lors vy, mesure la composante de ¢, orthogonale a 1 ;.

2. Cas 2 :onécritY; = (y2,y1+) ete; = (e9461,) . Dés lors, on pose :

2
no__ . 05 012 o 2 0.5
E(Etgt)Q<O'12 0'% )(05 1 )
Dans ce cas, on a :

/ 10 2 0 1 025
QADA(O.% 1)(0 g)(o 1 )

Les innovations orthogonales sont donc dé..nit par :

-1
_oa-1 Vo ¢ . 1 0 €2t o 1 0 €2t
v =4 5”:*(%)_(0.25 1) (5“)_(—0.25 1) ey

1

Vit = —5€2¢ T €1t

@ ) 4 ) )
Vot = €2t

Dans ce cas, vy, N'est rien d’autre que e5,, qui par nature est correlé avec e ;.
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3. En conséquence, dans cet exemple on montre que (i) si I’on désire étudier I'impact
d’une innovation “pure” du processus y,. sur le niveau de y; ., et que (ii) on retient
cette méthode d’orthogonalisation, il convient d’écrire le systéeme V AR sous la forme
Y; = (y1:92.) - Bien entendu, les fonctions de réponse obtenues dans les deux cas ne
sont pas identiques.

Résultat De facon générale dans I’écriture d’un V AR, la variable, que I’on suppose économique-
ment étre la variable explicative, doit ..gurer aprés la variable dont on veut expliquer
les évolutions.

La démonstration de ce principe dans le cas général d’'un VAR a n variables est donnée
dans Hamilton (1994), pages 291 et suivantes.

3.2. Décomposition de la variance

Dé..nition Partant de la décomposition des résidus en innovations ”’pures” ou orthogonales,
on peut calculer quelle est la contribution de chaque innovation a la variance totale de
I’erreur de prévisions du processus z; .. C’est ce que I’on appelle la décomposition de la
variance.

On considére processus { X;,t € Z}, avec X; = (w1, ..., 7, ) satisfaisant la représentation
VAR (p) suivante, Vt € Z :

d (L) Xt = Xt — q)lthl - (I)QXt,Q — . q)pthp =Cc+ &

On suppose que les innovations ¢; sont i.i.d. (0,£2) On suppose que ce processus est station-
naire et peut étre représenté sous la forme d’'un VM A (o) :

X = Zwﬁtﬂ' =¥ (L) &t
i=0

avec ¢, = I,, L’erreur de prévision a I’horizon h s’écrit est :

Xt+h - )?TJrh = Xt+h - B (Xt+h/XT,XT—1> seny Xl)

= Xin — E(Xegn/er,er1, . 61)
h-1

= Z VT h—i

=0
Par dé..nition des bruits blancs, cette erreur de prévision a une espérance nulle. La
matrice de variance covariance de I’erreur de prévision est donc :

E {(prh = )?THL) (Xt+h — )?T+h)l} =Q+ %%Q (%)l
i=1
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Cette erreur de prévision est donc exprimée en fonction de la matrice de variance covari-
ance €2 non diagonale des résidus ;.

Pour obtenir une décomposition de la variance du vecteur X; = (x4, ...,xmt)’ il suct de
réexprimer cette matrice de variance covariance sous la forme d’une combinaison linéaire des
variances des innovations orthogonales v;.

Ve = Ailé‘t < &t = A’Ut (35)

ou la matrice A est issue de I'orthogonalisation de €2 :

Q=ADA
On suppose que Vt € Z
€1t V14
Sl I el G D B
Ent Unt

ol a; désigne la i°™¢ colonne de la matrice A. Dés lors :

Q = E(eg;) = apajvar (v14) + asayvar (vey) +
oo + agalvar (vp,) (3.6)
En substituant cette expression dans la variance de la prévision pour un horizon h,

cela donne permet de réexprimer cette variance en fonction de la variance des innovations
’orthogonales™ :

~ —~ !
E [(XM — Xron) (Xeon = Xrin) }
h—1

= Q+ Z Q2 (1)

=1

= Z {var (vj1) z_:wi a;a5) wi),}

j=1 1=

Proposition 3.3. A partir de cette formule, on est en mesure de calculer la contribution
d’une innovation pure v;, a la variance totale de la prévision a un horizon A :

var (vj4) [aja/j + 1, [aja;-] (V) + .o+ Yy [aja;-] (wh_l)l] 3.7)
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4. La causalité

Une des questions que I’'on peut se poser a partir d’'un VAR est de savoir s’il existe une rela-
tion de causalité entre les dixérentes variables du systéme. Il existe ainsi plusieurs dé...nitions
de la causalité :

e causalité au sens de Granger

e causalité au sens de Sims
Nous nous limiterons a I’exposé de la causalité au sens de Granger qui est la plus fréquem-

ment utilisée en économétrie. On se restreint au cas d’un processus bi-varié (n = 2) que
I’'on

4.1. Causalité au sens de Granger

La question est de savoir si la variable x cause” ou non la variable .
De..nition 4.1. On dit que la variable x cause au sens de Granger la variable y si et
seulement si la connaissance du passé de = améliore la prévision de y a tout horizon.

De cette dé..nition découle un corollaire :

Corollary 4.2. On dit que la variable x ne cause pas la variable y au sens de Granger, si
et seulement si :

E (yt+h/ytayt—17 ~-~,yl) =k (yt+h/yt7yt—1a s Y1, Ty T—1, -~7$1)

De facon équivalente, on dit alors que la variable y est exogéne au sens des séries temporelles.

4.1.1. Application au cas d’'un VAR (p) avec n = 2

Pour un VAR (p) avec n = 2 la condition de la causalité de Granger est immédiate a obtenir.

Résultat Dans le systeme bi-varié suivant VAR (p) vVt € Z
Yt €1 dﬁl ¢12 ) < Yi—1 ) ( ¢%1 &2 ) < Yi—2 )
Zy = = + +
t ( Lt ) ( C2 ) < G2 Dn Ti—1 b3 Do Ti_o
D D
ot < u Or ) < Yeop ) + < Syt ) (4.1)
21 P22 Tt—p Exyt
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la variable x; ne cause pas la variable y; si et seulement si :

¢%2 = ¢§2 = ?2 = .= ?2 =0 (4-2)

Autrement dit, la variable x; ne cause pas la variable y; si et seulement si les matrices
®, sont toutes triangulaires inférieures pour Vi € [1,p)] .

En eoet, réécrivons le processus sous cette condition, on a :
1 2
Yt €1 ¢, 0 ) < Yi—1 ) ( 11 0 ) < Yi—2 )
Zy = = + +
' ( Tt ) ( C2 ) < d)él ¢§2 Ti-1 ¢§1 ¢§2 Ti—2
D
ot < u O ) < Yt-p ) + < Sut ) (4.3)

21 P22 Li—p Eayt

E (Yesn/Yt, Ye—1, ., t1) = 1 + ¢%1yt + ¢%1yt71 + o+ P Y1

Dés lors,

E (Yeh/Yt, Yt—1, -y Y1, Tty Ti—1, .., T1) = €1 + ¢%1yt + ¢%1yt—1 + o+ O Y1
On a bien alors :

E (yt+h/ytayt—17 ~-~,yl) =k (yt+h/yt7yt—1a ey Y1, Ty Tp—1, -~7$1)



